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6 Series de potencies

6.1 Definicid

Sigui una funcié real de variable real f(x) definida de la manera segiient:
f(x)=> a 2", a, €R, Vn.
n=0

Aquesta expressié de f(z) s’anomena serie de poteéncies i els nombres reals a, son els
coeficients de la serie.

Si substituim z per un nombre real 'expressié de f(x) es converteix en una serie
numerica. Quan aquesta serie és convergent la seva suma ens déna el valor de la funcié.
Naturalment, per als valors de x per als quals la serie numerica no convergeix la funcié
no esta definida. Aleshores el domini de la funcié f(x) és el conjunt de valors de x per
als quals la serie § a,x™ és convergent, aquest domini s’anomena també domini de

n=0
convergencia de la serie de potencies.

[e.°]
Exemple: Una serie geometrica de raé x defineix la serie de potencies Y x" (es

n=
tracta del cas a,, = 1, Vn). Com ja sabem, aquesta serie convergeix quan |z| < 1 i per
tant el domini de convergencia de la serie de potencies és l'interval (—1,1). A més a
més, sabem que la suma de la serie en aquest interval és igual a 1/(1 — ). Es a dir,

1 e}
=> 2", Vxe(-1,1).
-2z =

Per a qualsevol altre valor de x aquesta igualtat no es verifica, la funcié 1/(1 — z) esta
definida per qualsevol x # 1 pero la serie és divergent fora de Uinterval (—1,1).



Com es pot veure a l'exemple anterior, algunes series de potencies es poden iden-
tificar amb funcions conegudes, tanmateix aix0 no es una propietat general, hi ha
series de potencies que no tenen una expressio tancada. En aquest tema ens ocuparem
de varies questions. Veurem com es poden expressar funcions conegudes mitjancant
series de potencies, també estudiarem com es fan servir les series de potencies per
estudiar funcions i definir-ne de noves, encara que aquestes funcions no tinguin una
expressié analitica finita o tancada. Donat que les Uiniques operacions que s’utilitzen
en la construccié d’'una serie de potencies son la suma i el producte, és bastant evident
que aquestes series poden ser de gran utilitat al calcul, la representacié i 'estudi de
qualsevol mena de funcions.

6.2 Interval de convergencia

La primera cosa que anem a establir és que el domini de convergencia d'una serie de
potencies ve donat sempre per un cert interval de la recta real. Després veurem com
es calcula aquest interval.

[e.°]
e Teorema 1: Si la serie de potencies Y. a,z™ és convergent per a x = o # 0,
n=0

aleshores és absolutament convergent per a tot x € R tal que |z| < |zo|. En
canvi, si la serie de potencies és divergent per x = yg # 0, aleshores és divergent
per a tot = € R tal que |z| > |yo.

Aquest teorema proporciona un metode per determinar els punts on una serie de
potencies és convergent o divergent. Efectivament, si xg # 0 és un punt de convergencia
de la serie, aleshores la serie sera absolutament convergent a tot punt de l'interval
(—|zol, |zo|). D’altra banda, si la serie es divergent a un punt yo # 0 aleshores sera
divergent a tots els punts dels intervals (—oo, —|yo|) 1 (|yol, +00).

Per tant, només hi ha tres possibilitats:

1. La serie de potencies només convergeix per a x = 0.
2. La serie de potencies convergeix per a tot x € R.

3. Existeix un nombre real r > 0 tal que per a |z| < r la série és absolutament
convergent i per a |x| > r la série es divergent. Aquest r s’anomena radi de
convergencia de la serie de potencies.

Si la serie només convergeix per a * = 0 (cas 1), diem que el radi de convergencia
es zero, en canvi si la serie és convergent per a tot € R (cas 2), diem que el radi
de convergencia és infinit. Per qualsevol serie de potencies, doncs, I'estructura del seu
domini de convergencia és pot caracteritzar com un cert interval de la recta real centrat
al zero. Si la serie té radi de convergencia r aleshores 'interval (—r,r) s’anomena
interval de convergencia de la serie. Als extrems de 'interval de convergencia x = +r



la serie tan pot ser convergent com no ser-ho, aixo requereix un estudi individual per
a cada cas. Per tant, el calcul de r ens permet determinar practicament tot el domini
de convergencia tret dels dos extrems de l'interval de convergencia.

6.3 Calcul del radi de convergencia

[e.°]
Per calcular el radi de convergencia d'una serie de potencies Y- a,z™ apliquem el criteri

n=0
del quocient a la serie de valors absoluts. Sigui
lim [ans1z™_ lim |ale||x| = {|z|
n— 00 |anx”| o n— 00 |a'n| o ’

on ¢ és el limit del quocient entre els valors absoluts de a,.1 i a,. Aleshores la serie
és absolutament convergent quan f|z| < 1, és a dir, per a tot = tal que |z| < 1/¢. En
canvi, la serie és divergent quan f|z| > 1, o el que és igual, quan |z| > 1/¢. Per tant,
segons el que hem vist a la seccié anterior, es dedueix que

a

r=1/¢= lim ]

n—o0o

|an+1|

és el radi de convergencia i que (—1/¢,1/¢) és I'interval de convergencia de la seérie de
poténcies. Quan f|x| = 1 el criteri del quocient no decideix i llavors la convergencia
per a x = +1/¢ (els extrems de l'interval de convergencia) no es pot determinar per
aquest metode.

Alternativament, es pot fer servir el criteri de l'arrel per determinar el radi de
convergencia, r, i aixo permet deduir que

1
lim Va,

n—oo

r =

Exemple 1: Calcular el radi de convergencia de ioj x™.

Tenim que a, = 1 per a tot n, i per tant el nlir(;lit del quocient dels coeficients
consecutius és també igual a 1, que sera, doncs, el radi de convergencia. La serie és
absolutament convergent quan x € (—1,1). Per a x = 1 la seérie és divergent, i per a
xr = —1, és oscill ant.

n

Exemple 2: Calcular el radi de convergencia de > -
n=0 T:

En aquest cas tenim que a,, = 1/n! i per tant el radi de convergencia és

, 1/n! ,
Jim (n+1) Jim (n +1) = +o0.

Aixi doncs, aquesta serie té radi de convergencia infinit, i és absolutament convergent
per a tot € R.



Exemple 3: Calcular el radi de convergencia de ioj (nax)™.

n=
Com a,, = n" en aquest cas fem servir el criteri de I’arrel. El radi de convergencia
ve donat per l'invers del limit segiient:

lim ¥n" = lim n = +o00.
n—oo

n—~oo

Com l'invers de +o00 és 0 aquesta serie té radi de convergencia zero i només és convergent
azx=0.

00 A
Exemple 4: Calcular el radi de convergencia de > (—1)”*1( 7) .
n=1 n
Tenim |a,| = 1 per tant el radi de convergencia és:
n
A 1 1
lim /n = lim el

n=oo 2ntl /(p 4 1)  n—oo 2p 2"

L’interval de convergencia sera, doncs, (—1/2,1/2). En quant a la convergencia als
o0 1

extrems d’aquest interval, per = 1/2 obtenim la série alternada 3 (—1)"' " que
n

n=1
d’acord amb el criteri de Leibniz és convergent. En canvi per a x = —1/2 s’obté la

serie harmonica multiplicada per —1 que és divergent. En conclusio, el domini de
convergencia és (—1/2,1/2].

6.4 Derivacio i integracié de series de potencies

o0
Sigui una funcié definida per una serie de potencies f(x) = Y a,z™ amb radi de
n=0

convergencia r # 0. Aleshores es verifiquen les propietats segiients:
e La funcié f(z) és continua a 'interval (—r, 7).
e La funci6 f(z) és derivable a l'interval (—r,r).
e La funcié f(x) és integrable a tot interval contingut a (—r,r).

El calcul de la derivada de f(x) es fa derivant terme a terme la série de potencies
i sumant el resultat. Es a dir, s’aplica la propietat de que la derivada d’una suma de
funcions és igual a la suma de derivades d’aquestes funcions. L’inica particularitat és
que en aquest cas la suma és infinita:

df(@) _ . = d(azz")
dx —f(x)—z dx

n=0

= ay + 2027 + 3aszx® + ...+ na,xV 4 ...



Per tant obtenim que la derivada d’una serie de potencies és una nova serie de potencies
que ve donada per la formula segiient:

o0
() =Y ap(na"!
n=1
i que verifica la propietat segiient:
e El radi de convergencia de la serie de potencies f/(z) és el mateix que el de f(x).

Igualment, el calcul de la integral de f(x) es fa integrant terme a terme la serie de
potencies i sumant el resultat. En aquest cas s’aplica que la integral d'una suma de
funcions és igual a la suma de les integrals de cada funcid, només que, evidentment,
es tracta d'una suma infinita. Si l'interval (a,b) esta contingut dintre de Iinterval de
convergencia de la serie (—r,r) aleshores:

00 bn+1 _ an+1

b 00 b 0o T
/af(x) T nZ::o aax x nzz%a Z nt1

D’altra banda, la integracié d’una serie de potencies també pot definir una nova
serie de potencies de la manera segiient:

n+1

" 2 3

n+1 T T
/ dx—Zan —Z nl =ax+a . +ay _ +....
0 =0 2 3

La integral d’una serie verifica la propietat segiient:

xT
e El radi de convergencia de la serie de potencies / f(x)dx és el mateix que el de
0
f(x).
Finalment, cal destacar que les series de potencies obtingudes en derivar o en inte-

grar f(x) es poden derivar i integrar successivament donant lloc a noves series amb el
mateix radi de convergencia que f(z).

e Tota serie de potencies amb radi de convergencia no nul és infinitament deriva-
ble i infinitament integrable, mantenint-se el radi de convergencia inalterat amb
aquestes operacions.

1
Exemple: Com coneixem l'expressié de f(z) = ] com a serie de potencies (secci6
—x

6.1), aleshores podem derivar i integrar f(x) per trobar les series de poteéncies de noves
funcions:

1 T
/ o _
@)= e, f@dr=—mfi—al,
icom f(z)= § z" per |z| < 1, derivant i integrant la série es dedueix respectivament
que "
an , In(l—x) Z , quan |z|<1.
(]' - .I' n=1



6.5 Series de potencies generalitzades. Substitucions i canvis
de variable

o
Fins ara hem treballat amb series de potencies de x de la forma > a,x".

n=0
nombre real qualsevol a, es poden definir també series de potencies de x —a de la forma

Donat un

o0
> an(z — a)™. Aquestes series sén més generals ja que contenen com a cas particular
n=0

les series de potencies de x (el cas a = 0). Per aquesta ra6 s’anomenen també series de
potencies generalitzades.

Si prenem y = x—a alehores obtenim una serie de potencies de y que segons la teoria
sera absolutament convergent quan |y| < R, essent R el seu radi de convergencia. Des-
fent el canvi veiem doncs que la serie de potencies de x — a és absolutament convergent
quan |z —a| < R, és a dir, quan

—-R<rz—a<R&a—R<zr<a+Re ze(a—Ra+R).

Podem enunciar el resultat general segiient:

e Donada un serie de potencies de x i una altra de x — a amb els mateixos coe-
ficients, aleshores ambdues tenen el mateix radi de convergencia R. L’interval
de convergencia de la primera esta centrat al zero i el de la segona a a, pero la
longitud de ambdos intervals és la mateixa.

El resultat anterior justifica que es parli de series centrades a 'origen (o al zero) i de
series centrades en un punt x = a per referir-se a les series de potencies de x i x — a,
respectivament.

La substitucié que hem fet anteriorment y = x — a es pot entendre també com un
canvi de variable. Aquest no és 'unic canvi o substitucié que podem fer per definir
noves series de potencies. Donat un nombre real b diferent de zero i un nombre enter

o0
k, a tota serie de potencies del tipus Y. a,y" es pot fer una substitucié general de la
n=0

forma y = b(x — a)¥, definint una serie de poténcies generalitzada. Com que hi ha
series que s’identifiquen amb funcions, aquest tipus de canvi de variable o substitucié
també es pot aplicar a les funcions per trobar la seva expressié mitjancant una serie de
potencies.

Exemple 1: Donada la funcié f(z) = fem el canvi y = b(z — a) i la

1
1—-0b(z—a)

funcié obtinguda s’identifica immediatament amb la serie geometrica. Desfent el canvi
identificarem doncs f(x) amb una série de potencies generalitzada:

F0= | oy = 12y = 2V = XV



Aquesta serie és absolutament convergent quan |y| < 1 (veure exemple 1 de 6.3) per
tractar-se d’una serie geometrica. Aleshores, substituint y tenim que |b(x —a)| < 1y
per tant que

| | < ! & ! < < ! & ! <z <a-+ !
r—a — r —a a — X a .
0] 0] 0] 0] 0]

Es a dir, que el radi de convergencia és igual a 1/]b| i I'interval de convergencia esta
centrat a x = a.

Exemple 2: Sigui f(x) = .- En aquest cas és evident que farem la substitucio

1—bx

y = bz® per obtenir

1 1 .- n_oo n,.an
F@) =) e =y = Dy =0

Seguint el mateix metode de I’exemple anterior podem deduir el radi i I'interval de con-
vergencia de la serie que s’identifica amb f(x), donat que és absolutament convergent
per a:

1 bx® 1 1
lyl <1 & |bx®| < <:>|x|<|b|1/a.

Exemple 3: Les series geometriques no son les tiniques on es poden fer substitucions
evidentment. Per exemple, la serie de In(1 — z) quan x € (—1,1) es va obtenir a 6.4
per integraci6 de la serie geometrica. Per obtenir doncs la serie de In(1+ x) només cal
fer el canvi y = —ua:

ln(l—l—:c):ln(l—y):_zy :_Z( ) :Z( ) o
La serie és absolutament convergent quan |y| < 11 com que |y| = | — x| = |z| aix0 és

equivalent a la condicié |z| < 1.

7 Desenvolupament en serie de Taylor

A la seccié anterior hem vist que existeixen funcions que es poden identificar amb series
de potencies al menys en un cert interval de la recta real. Tanmateix no sabem si aixo
es pot fer per a qualsevol funcié i en cas de que es pugui fer de quina manera es pot
trobar la serie que correspon a cada funcié. Finalment, ignorem també si una funcid
pot identificarse amb més d’una série de potencies o no. En aquesta seccié exposarem
els resultats teorics que permeten donar resposta a totes aquestes qiiestions.



7.1 Foérmula de Taylor

Si trunquem una serie de potencies y prenem només un nombre finit de termes obtenim
un polinomi. Quan una funcié s’identifica amb una serie, al truncar la serie obtenim
una certa aproximacio del valor real de la funci6é. Podriem dir, doncs, que un primer
pas per identificar una funcié amb una serie de potencies és poder aproximar aquesta
funcié mitjancant un polinomi. El teorema segiient ens diu de quina manera i en quines
condicions és possible fer aquesta aproximacio.

e Teorema 2: Sigui f(x) una funcié N + 1 vegades derivable en un cert interval
obert I de la recta real i sigui @ € I un punt d’aquest interval. Sigui P(x) un
polinomi de grau no superior a N que pren el mateix valor que f(z) a x = a i tal
que les seves derivades fins a ordre N inclos prenen també el mateix valor que les
derivades del mateix ordre de f(x) al punt = = a,

P(a) = f(a), P(”)(a) = f(”)(a), Vn=1,...,N.

Aleshores 'expressié del polinomi P(z) és:

N ) (g N(g
P =3 e —ar =+ e —o T -0,

El polinomi P(z) s’anomena polinomi de Taylor de grau N de la funcié f(z) en el punt
x = a, i normalment es fa servir la notacié Py(f,a,x) per representar-lo. Tenint en
compte les condicions que verifica aquest polinomi, és facil adonar-se de que propor-
ciona una expressié aproximada del valor de la funcié f(x) a l’entorn del punt z = a.
Aquesta aproximacié sera millor com més gran sigui el grau del polinomi (és a dir, el
valor d’N).

El primer pas per poder identificar una funcié amb una serie de poteéncies és intro-
duir 'anomenada funcié residu (o terme complementari), Ry(f,a,x), que ens déna la
diferencia entre els valors de f(x) i el seu polinomi de Taylor de grau N a = = a:

RN(faaax) = f(l') - PN(faaax)‘
Observem que si prenem el limit quan N — oo del polinomi de Taylor obtenim una
serie de potencies (sempre que f(x) sigui infinitament derivable a x = a):

llm Pn(f,a,z) = Zf . x—a)”. (1)

D’altra banda, com f(x) no depén de N, limy_., f(x) = f(x), i per tant, la diferéencia
entre f(x) i el limit del seu polinomi de Taylor quan N tendeix a infinit és igual al
limit de la funcié residu

]\;EHOORN(]C,(I,ZL‘):f(IL‘)—]\}iLIlOOPN(f,a,ZL‘). (2)



Aquesta igualtat depen evidentment de a i de f pero també de x. Donat un punt a i
una funcié f infinitament derivable en aquest punt, el conjunt de valors de x tals que
lim Ry(f,a,2)=0

N—oo
permet identificar f(z) amb la serie de potencies (1), anomenada desenvolupament en

serie de Taylor de f(z), o simplement, la serie de Taylor d’aquesta funcié en l’entorn
del punt a. Enunciem a continuacié amb més detall aquest resultat tan important.

e Teorema 3: Sigui f(z) una funcié infinitament derivable en un interval obert [
de la recta real, i a € I. Per a tot nombre real z tal que

J\;l_r)llooRN(faaaaj) =0

es compleix que:

1. La serie
i ™ (a)

. (x —a)”

n=0
és convergent, és a dir, x pertany a l'interval de convergencia d’aquesta serie.

2. El valor de la funcié f(x) és igual a la suma d’aquesta seérie

o Fn)(g
foy =31 @ gy

n!

Resumint, una funcié és igual a la seva serie de Taylor per als valors de x tals que
el limit de la funcié residu és igual a zero. A més a més, aquests valors de x sempre
han de pertanyer a 'interval de convergencia de la serie de Taylor. D’altra banda, cal
precisar que poden haver-hi valors de x per als quals el limit de la funcié residu no
sigui zero, i tanmateix la serie de Taylor podria ser convergent en aquest valors. Si
aixo passa, pero, el que és segur és que el valor de la funcié f no sera igual a la suma
de la serie de Taylor (veure la igualtat (2)).

Per poder establir quins valors de & permeten identificar una funcié amb la seva serie
de Taylor és fonamental tenir una expressié de la funcié residu que ens permeti trobar
el seu limit quan N tendeix a infinit. Aquesta qiiestié queda resolta per ’anomenat
teorema de Taylor.

e Teorema 4 (de Taylor): Si f(z) és N + 1 vegades derivable a 'interval obert
de la recta real I, i a € I, aleshores per a tot x € I existeix un nombre real z
compres entre x i a tal que

Fovn

RN(f7a7x> - (N+1)!)($—G)N+1.

9



Aquesta expressio de la funcié residu es coneix com a férmula de Lagrange.
D’altra banda, en les condicions del teorema anterior podem escriure la funcié
f(x) de la manera segiient:

N+1)(

)

N (g
r0 =2 e ar N w0

que s’anomena féormula de Taylor de f a ’entorn de x = a.

Podem veure, doncs, que la férmula de Lagrange de la funcié residu permet coneixer
la magnitut de I’error comés quan aproximem una funcié pel seu polinomi de Taylor a
I’entorn d’un punt donat a. Encara que no poguem determinar quin és el valor exacte
de z (i per tant el valor exacte de l'error), si que podrem acotar 'error comes si som
capacos d’acotar el valor de f(V+1) ( ) d’alguna manera. Aixo dependra de I'expressi6
concreta de la funcié f, de z i de a (donat que z esta comprés entre ambdos). Una
manera d’escriure la dependencia de z amb x i a és prendre:

z=a+0(x—a), 0<f<1.

Aleshores, per al cas a = 0 la férmula de Taylor pren la forma:

x4

X fM0) L, fYTY(02) Ny
W-g n! (N +1)! z,

que a molts llibres es coneix com a férmula de Maclaurin.

Es pot dir que amb els teoremes 2, 3 i 4 queden resoltes les qiiestions de com i
quan s’identifica una funcié qualsevol amb una serie de poténcies. Tanmateix encara
hi ha un aspecte que no hem considerat. Un cop que sabem que una funcié és igual
a la seva serie de Taylor a I'entorn d’un cert punt i per a quins punts de la recta real
és valida aquesta igualtat, ens podem demanar si la serie de Taylor és la tnica serie
de potencies que és igual a la funcié o si n’existeixen d’altres. La resposta a aquesta
pregunta la déna el teorema segiient que estableix la unicitat del desenvolupament en
serie de Taylor.

e Teorema 5: Sigui f(z) una funcié infinitament derivable en un interval obert
de la recta real I, i sigui a € I. Si

(e 9]

Z (x —a)®

n=0

aleshores -
ay, = f(a) , Vn.

n!



Es a dir, I'inica serie de potencies que es pot identificar amb una funcié és la serie
de Taylor d’aquesta funcié. La demostracié d’aquest teorema és bastant senzilla. Si
calculem les derivades succesives de f(x) fent servir la serie de poténcies obtenim:

f(x) = ag+ay(r—a)+ay(x —a)+...+an(z—a)" +...,
f'(x) = a1 +2as(x—a)+3as(x —a)®*+... +na,(x —a)" " +...,
f"(x) = 2ay+3-2a3(x—a)+...+n(n—Da,(r —a)"*+...,

i, en general,
fW@)=nn-1)n-2)-...-2-1la, +O(x —a), Yn>0.
Per tant, substituint = per a a les igualtats anteriors obtenim:
f™(a) =n!-ay,

d’on es dedueix l'expressio dels coeficients a,,, comprovant-se que son iguals als de la
serie de Taylor de f(x) al voltant de z = a.

7.2 Series de Taylor de les funcions elementals

La teoria desenvolupada a la seccié anterior dona lloc a un metode per trobar la serie de
Taylor d’una funcié concreta. Primer hem de deduir la férmula de Taylor de la funcié
al voltant d’un punt i escriure 'expressio de la funcié residu mitjancant la féormula de
Lagrange. Un cop fet aixo0 es tracta d’acotar la funcié residu i trobar els valors de x per
als quals el seu limit quan N tendeix a infinit déna zero. Repetir aquest procediment
per a totes les funcions pot ser bastant feixuc. De fet no cal fer-ho ja que, com hem
vist als apartats 6.4 i 6.5 hi ha operacions que permeten deduir la serie de Taylor de
noves funcions a partir de les ja conegudes. La derivacid, la integracié i els canvis de
variable no sén, de fet, les tniques tecniques de que disposem. També es poden fer
servir operacions com la suma, el producte o la composicié de series com a funcions per
deduir les series de Taylor de noves funcions. Ens ocuparem d’aixo a la seccid segiient.

En aquest apartat ens centrarem en l'obtencié de les series de Taylor de funcions
elementals tals com sin(z), cos(z), I'exponencial i les funcions binomials del tipus
(1 + x)® amb « un nombre real qualsevol. A partir d’elles es pot deduir la serie de
Taylor de la majoria de funcions conegudes. Recordem que al capitol 6 ja vam obtenir
la serie de Taylor d’algunes funcions elementals. Per exemple, la serie geometrica és
la serie de Taylor de la funci6 1/(1 — x), per a |z| < 1. Integrant aquesta serie i fent
un canvi de variable vam obtenir, respectivament, les series de Taylor de In(1 — ) i
In(1 + z), també valides per a |z| < 1.

7.2.1 Acotacié del residu fent servir la férmula de Lagrange

Mitjangant la férmula de Lagrange (teorema 4) podem veure facilment que si acotem
el valor de f(N*1) (%) aleshores podem acotar la funcié residu. Aixo ens pot servir per
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calcular el limit d’aquesta funcié quan N — oco. Efectivament, donades una funcié f i
un punt a suposem que existeixi una constant C' (que pot dependre del valor de z pero
no pas de N) que ens déna el maxim valor de |fN*1(z)| quan z es troba entre a i un
x donat,

C = max_[fV(z)]. (3)

ze<a, x>
On < a,x > representa 'interval obert més petit que conté z i a (és a dir, < a,x >=
(a,) sia <z, i<a,x>=(x,a)si z < a). Llavors, la funci6 residu es podra acotar
de la manera segiient:
|z — a|N*1
(N +1)!
Si considerem la succesié de terme general Ay = |z —a|¥ /(N +1)!, ens adonem que
si té limit zero, aleshores el limit del valor absolut de la funcié residu sera zero també,
i aixo implica que

[Bn(f,a,2)] <C

A}im Ry(f,a,2) =0,
que és el resultat que voldriem establir.

e Fent servir el criteri del quocient per a succesions es pot demostrar que

‘ s |x—a|N+1 B
Ay = lim (N +1)! =0.
En efecte,
Y Ani1 _ lz—alVTINY o —d _o.

N—oo Ay N—oo |:E—CL|N(N+1)!_N1—I>HOO N+1
per a qualsevol valor de a i de x donats. Segons el criteri del quocient, aixo implica
que ]&im Ay =0.

Hi ha funcions per a les quals es pot trobar la constant C' (definida a la férmula
(3)) per a qualsevol valor de z. En aquests casos el desenvolupament de Taylor és valid

per a tot nombre real. Aixo passa amb les funcions exponencial, sinus i cosinus com
comprovarem a continuacio.

7.2.2 Seéries de Taylor de sin(x) i cos(x)

Per obtenir la serie de Taylor al voltant del zero de la funcié sin(z) primer construirem
el seu polinomi de Taylor en aquest punt (amb grau qualsevol). Derivant obtenim que

f(x) = sin(z) f(0) =0,
f'(x) = cos(z) f'(0) =1,
"(x) = —sin(z), f"(0) =0,
()
(



Es veu doncs que les derivades es repeteixen periodicament i que les derivades d’ordre
parell sén nulles i les d’ordre senar valen 1 o —1. Tenim que

f(2n) (3;‘) = (—1)” sinx, f(Qn)(O) = 07
fE () = (=) cosa,  fEHV(0) = (-1)".

Si N és senar, aleshores com els termes de grau parell del polinomi de Taylor sén nuls
es dedueix que Py(sinz,0,z) = Pyii(sinz,0,z) i obtenim l'expressié segiient per al
polinomi de Taylor:

. v’ O G e
Pnyi(sinz, 0,2) =z — 31 +...+ M= 2 (2n+1>!x :

La formula de Lagrange ens permet trobar ’expressié del residu

(=1)"2" cos(z)zN+2

RN+1(SiIll',O,l'): (N+2)'

Es pot fer servir tant el residu N + 1 com el N ja que el que interessa finalment és el
limit d’aquesta funcié quan N tendeix a infinit. Recordem que z és un nombre real
que en aquest cas es troba entre 0 i x. Es facil acotar la funcié residu donat que per
tot nombre real z vt

[(=1) 2 cos(z)] < 1,

i per tant

|| V2
(N +2)!

Com hem vist a la seccié anterior, quan N tendeix a infinit la successio que acota el
residu tendeix a zero per a tot x, i aleshores el residu també, de manera que es dedueix

la segiient serie de Taylor (fent el limit N — oo del polinomi de Taylor):

| Ry (sinz, 0, 2)] <

f: ) 2"+1:x—x3+x5—...
2n—|—1) 3! 5! ’

sm

valida per a tot nombre real z, ja que el residu es pot acotar sempre de la mateixa
forma per a tot x. Dit d’una altra manera, el radi de convergencia de la serie de Taylor
de sin(x) és infinit.

La serie de Taylor de cos(x) s’obté senzillament derivant la serie de sin(z) respecte
ax,

— (=1)" o
cos(x) = nz::O (2n)) "

que d’acord amb la teoria explicada a 6.4 conserva el mateix radi de convergencia, és
a dir, aquesta serie és igualment valida per a tot nombre real x.
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7.2.3 Serie de Taylor de e*

Per a aquesta funcié es comprova facilment que
fM2)=¢e = fM0)=1, Vn>0.

Per tant, el polinomi de Taylor de grau N al voltant del zero és

2 N N n
- B x o x
Pn(e®,0,2) =142+ o1 +...+ N2
i el residu s’escriu de la manera segiient
z 0 IN+1
e*x
Ry(e”,0,2) = ,
w ) (N +1)!

on z es troba entre 0 i x. Per tant escrivim z = fz amb 0 < 0 < 1.
D’aquesta manera veiem que per a x > 0, com ’exponencial és una funcié creixent
i positiva, e’ < e*, de manera que

|ZL‘|N+1

|Ry(e”,0,2)| < ex(N e

Fixat un valor de z, el valor de e sera una constant que multiplica a una expressié
que tendeix cap a zero quan N tendeix a infinit. Aleshores el residu també tendeix cap
a zero.

D’altra banda, per a x < 0 I'exponencial sempre és inferior a I'unitat, e?* < 1, amb
la qual cosa

|| N+

(N+1)7
i de nou veiem que el residu tendeix a zero quan N — oo.

Per tant, hem establert que per a tot nombre real x la serie de Taylor de la funci6
exponencial és

[Ry(e”,0,2)| <

" 1,2 3

> x
T = =1
e nZ::on! Frh gt

7.2.4 Seérie binomial

Considerem la funcié f(z) = (1 + 2)® on « és un nombre real qualsevol. Calculem el
polinomi de Taylor a 'entorn de x = 0, Py(x),

fl@)=a(l+2)* f(0)=a,
f'(@) =ale-1)(1+2)**  f'(0)=ala—1),

14



i, en general,

@) =ala=1) - fa—n+)L+2)"", fO0) =ala=1) ... (a=n+1).
PN(faO>$):1+cw—|—Oé(a2!_ 1)962_,_”__1_0‘((1_1)~..].V-!((1—N+1)xN.

Per abreujar farem servir la notacié binomial,

(a) ala=1)-...-(a=N+1)

N) N ’

ja que en el cas que « sigui un nombre natural, els coeficients del polinomi de Taylor
de (1 +z)* sén els mateixos que s’obtenen d’aplicar la férmula del binomi de Newton.
En aquest cas no farem servir la funcié residu per deduir el rang de validesa de
la serie de Taylor, ja que resulta massa complicat fer la acotacié del residu. Es pot
demostrar que
> [«
lim Py(f,0,z) = "= (14 x)", 4
Jm Py(7,0.0) = 3 ()" = (140 (@
per a tot x que estigui dintre de l'interval de convergencia de la serie de Taylor. Cal-
culem, doncs, el radi de convergencia de la série que apareix a la férmula (4):

lim G im "o
()| e
Per tant, tenim que
(1+x)” :ni;o(fi)x” =1+ax+ oz(oz2!— 1)x2—|—... ,

per a |z| < 1.

7.3 Operacions amb series

Existeixen metodes alternatius per derivar la serie de Taylor d’una funcié que no exi-
geixen l'acotacié i 'estudi de la funci6 residu. La derivacié i la integracié en sén un
exemple, i els canvis de variable un altre. En aquesta seccié descriurem les diverses
operacions entre series de potencies que es poden fer servir per deduir series de Taylor
de funcions de forma relativament rapida i sense fer servir el polinomi de Taylor ni la
funcié residu.
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7.3.1 Combinacié lineal de seéries

Donades dues constants a i ( reals o complexes, I'operacio

o Z apx” + 3 Z b,x" = Z(aan + Bb,)z"
n=0 n=0 n=0

s’anomena combinacié lineal de series de potencies. Inclou la suma i la diferencia
entre dues series i el producte d’'una constant per una serie. La serie resultant tindra
un interval de convergencia que sera l'interseccié dels intervals de convergencia de les
series que estem operant.

Exemple: Trobar el desenvolupament de Taylor al voltant de 'origen de les funcions
sinh(x) i cosh(z).

Recordem que aquestes funcions es poden definir mitjancant exponencials:
. 1 _ 1 B
sinh(z) = 2(6“” —e ™), cosh(x) = 2(690 +e 7).

Es a dir, podem trobar la serie de Taylor de les funcions hiperboliques fent una com-
binacié lineal de series d’exponencials. Sabem que:
n 33'2 .1'3

T
e’ = =1l+z+ _ + _, +...,
nZ::On! 2t 3l

i substituint x per —x en 'expressié anterior obtenim:

n 2 3

> (—x T T
e_“”zz(n') =1—a+
n=0 .

91 7 3 +..,

que també té radi de convergencia infinit donat que |x| = | —z|. Fent les combinacions
lineals corresponents resulta:

x x >
inh(z) = L=
(@) =24 g g T = 2 oy

x T > x
cosh(x):1+2' +4‘ +,,,:Z

Donat que estem operant series amb radi de convergencia infinit, el resultat és que les
series de Taylor de les funcions hiperboliques també tenen radi de convergencia infinit.
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Exercici: Demostrar la férmula d’Euler
cos(x) +isin(x) = .

Atencié: En aquest exercici heu de considerar que la unitat imaginaria dels nombres
complexos, i = v/—1, es pot manipular com si fos una constant real. La teoria de les
series de potencies amb variable complexa cau més enlla de 'ambit d’aquest curs. De
fet, pero, és molt semblant a la que hem desenvolupat en aquest tema. Els mateixos
teoremes soén certs per a x complex prenent |z| com a médul del nombre complex z.
Les series del sin(zx), cos(z) i e que hem donat sén valides per a tot x complex, en
particular per a ix.

7.3.2 Multiplicacié i divisié de series

El producte de dues series no es pot realitzar terme a terme. Dues series convergents
multiplicades d’aquesta manera podrian donar com a resultat una serie divergent. Aixo
ja ho varem comentar al capitol 5 quan parlavem de les series numeriques. El producte
entre series s’ha de realitzar de la mateixa manera que el producte entre polinomis
(amb la diferéncia que ara els polinomis no tenen un grau finit). Per tant tenim que el
producte de series es defineix de la manera segiient:

<Z anx”> . <Z bnx”> = Z ( aibn_i> z".
n=0 n=0 n=0 \1=0

Si ho escrivim amb detall tenim que:
<Z anx”> . <Z bnl'n> = a,ob() + (a0b1 + albo)l' + (aobg + a1b1 + &2b0)l’2 + ...
n=0 n=0

Es pot veure, doncs, que 'operacié és similar a fer el producte de dos polinomis com
ja hem dit. L’interval de convergencia de la serie producte és igual a la interseccié dels
intervals de convergencia de les series multiplicades.

Exemple: Trobar el desenvolupament de Taylor al voltant del zero de la funcié
e” cos(x) fins a grau 4 inclos.

Es tracta de fer el producte de les series de Taylor de e” i cos(z). Com ambdues
tenen radi de convergencia infinit el resultat també el tindra. Utilitzant la férmula
anterior podem derivar els primers termes que ens demanen:

2 3 4 2 4

2 x ¥
e” cos(x) = (1+x+2+6+24+...)(1— 2+24+...):
1 1 1 1 1 1 1
— 1+x+(—2+2)x2+(—2+6)x3+(24—4+24)x4+0(x5):
1 1
= 1+x—3 3—6x4+0(x5).
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Per definir la divisio entre series s’ha de tenir en compte que aquesta operacio és la
inversa del producte. Per tant es verifica la relacié segiient:

n=0 = Z d,x" = apx’" = (Z bnx”> . (Z dnx”> )
n=0 n=0 n=0

o)
Z bnxn n=0
n=0

Tenint en compte les formules que coneixem per al producte de series, es dedueixen les
igualtats segiients que ens permeten calcular els coeficients d; de la serie resultat de la
divisio,

ap =body = do= ",
bo
1

ap = b0d1 + b1d0 = d1 = b (a1 — bldo),
0

1
ay = body + bidy + bedy = dy = h (ag — bydy — bady) ,
0

i, en general,
n 1 n
i=0 0 i=1
Segons es pot veure a les relacions anteriors, si by = 0 aleshores no podrem fer la
divisié car els coeficients d; no estaran definits. Igualment el quocient no es pot calcular
si hi ha valors de = pels quals la serie del denominador s’anulla. Es compleixen, doncs,
les propietats segiients:

e El quocient entre dues series esta definit i dona lloc a una altra serie de potencies
si i només si el terme de grau zero de la serie del denominador és diferent de zero.

e Kl radi de convergencia de la serie resultat de fer la divisié entre dues series no
es pot extendre més enlla del minim valor de x per al qual s’anulla la serie del
denominador.

Observem que quan x = 0 aleshores la suma de qualsevol serie és igual al seu terme
de grau zero. Per tant, la primera de les propietats que acabem d’enunciar és equivalent
a dir que la serie del denominador no es pot anullar a z = 0.

Exemple: Trobar el desenvolupament de Taylor al voltant de 'origen fins a ordre 4
inclos de la funcié tan x.

Aquest és un exemple bastant tipic de quocient entre series car

sin x
tanx = .
cos T
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Fem notar que cos(0) = 1 # 0 i per tant la divisi6 entre les series del sinus i el cosinus
es pot calcular. D’altra banda, els primers zeros del denominador es troben a /2 per
x> 01ia —7m/2 per x < 0. De manera que l'interval de convergencia de la serie de
Taylor de tanz sera (—m/2,7/2). Apliquem les férmules anteriors per trobar aquesta
serie. Primer agafem els coeficients fins a ordre 4 de les series que anem a dividir:
3 2 4
Siﬂl‘zx—% +O0(2°), cosz = 1—9; + ;4+O(x6).

On el terme de grau zero del denominador val 1 i aixo simplifica els calculs. Si fem ara

o
tanx = Z d,x",

n=0
aleshores tenim que:
1 1 1
d0:07 d1:17 d2:07 d3:_ _2:_ ) d4207
i el resultat que es demana sera:
23
tanx = x — 3 +0(z°).

7.3.3 Composicio de series de poténcies: substitucions un altre cop

Recordem que una de les operacions més habituals entre funcions és la composicié:
(fog)(x)) = f(g(x)). Donat que les series de potencies defineixen funcions, és natural
plantejar-se de quina manera es defineix la composicié de series enteses com a funcions
i en quines condicions es poden composar les series. El teorema segiient s’ocupa de
resoldre aquesta qiiestio.

e Teorema 6: Donades dues series de poténcies: f(z) = Y02 a,z" amb radi
de convergencia r 1 g(x) = Y00, b,a™ amb radi de convergencia 1/, aleshores la
composicié de les funcions f i g defineix una nova serie de potencies:

(7 09)(0) = o) = Y (St ) = 3

si i només si g(0) = 0 (és a dir, si la serie de g(x) comenga per n = 1, ja que
g(0) = bp). El radi de convergencia de (f o g)(x) és el minim entre els radis de
convergencia de cadascuna de les series f(x) 1 g(z).

En general, la relacié entre els coeficients a,, b, i ¢, és bastant complicada i no
resulta interessant. El que si és important és adonar-se que certes substitucions i
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canvis de variable son en realitat casos particulars de composicié entre series. De fet,
el teorema anterior estableix quins son els canvis de variable o les substitucions que es
poden fer a una serie de potencies de x per obtenir noves series de potencies de z. Dit
d’una altra manera, podem determinar els canvis de variable admissibles entre series
de Taylor al voltant del zero.

En efecte, si tenim una série de potencies f(y), per poder fer un canvi de variable
de la forma y = g(x), o el que és igual, substituir y per una certa funcié g(z), s’ha de
verificar que g(0) = 0 ja que si fem la substitucié el que obtenim és, teoricament, una
composicié entre series f(y) = f(g(x)) = (f o g)(z), que ha de verificar les condicions
del teorema 6.

Per exemple, si a la serie de potencies:

o0

1
f(x)zl_ =Y a"=14z+2>+...

substituim la x per 2 obtenim la série de poteéncies d’una nova funcié:

1 [e.e]
= :Zx2nzl+x2—|—x4+....
1—a?
n=0
Aixd és com fer la composici6 de la serie f(x) amb g(z) = 2. Evidentment, la darrera
funcié és idéntica a la seva serie de Taylor ja que és un polinomi en z, essent el seu
radi de convergencia infinit. Per tant els radis de convergencia de f i F' seran iguals
(el minim entre infinit i el radi de convergencia de f és igual al radi de convergencia

de f).

D’altra banda, s’ha de tenir en compte que no totes les substitucions que es poden
fer a una serie de potencies corresponen a composicions de series de la manera que s’ha
descrit al teorema 6. Per exemple, un canvi de variable del tipus y = z — a transforma
una serie de potencies de x (al voltant del zero) en una serie de poténcies generalitzada
(al voltant de x = a). Aquest canvi no és cap composici6 de series ja que es barrejen
series de potencies al voltant de punts diferents, i al teorema 6 només s’operen series
de potencies de x. Tanmateix aquest canvi és admissible com ja es va explicar a la
seccié 6.5. Per exemple, si a la serie de Taylor
-3 (-

n=0

fly) = 1+y

fem el canvi y = x — 1 obtenim una serie de Taylor al voltant de x = 1. Aquesta nova
serie, pero, no correspon a la funcié 1/(1 4+ z) sino a la funcié f(y) = f(z — 1) = 1/x.
Si fem la substitucié correctament en la expressié anterior obtenim
) = flz —1) ! B DI
= xr — = :L' —
Y 14+ (z—1)

n=0
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que efectivament és la serie de Taylor al voltant de = 1 de la funcié 1/z. Com la
serie inicial de f(y) és valida per a |y| < 1, aleshores la serie final de 1/z sera valida
per a |z — 1| < 1, és a dir, Vx € (0, 2).

Exemple: Fent servir la composicié entre series trobeu el desenvolupament de Taylor
de la funcié cos(sinz) al voltant del zero i fins a ordre 4 inclds.

La serie de la funcié cos(sinz) es pot trobar composant la série de cosx amb la
de sinx, car es cumpleix la condicié del teorema 6, sin(0) = 0. Per contra, si ens
demanessin fer el mateix amb la funcié sin(cosz) no es podria realitzar la composici6
ja que cos(0) # 0.

Com que ens demanen el desenvolupament fins a grau 4 partim dels desenvolupa-
ments corresponents a les funcions que composarem fins al mateix ordre:

173 2 {L‘4

sine =x — 6 +0(z°), cosle—%2 —|—24+O(ZL‘6).

Ara en el cosx hem de substituir la x per sinz,

(sinz)®> (sinz)*

oty + O((sinz)%).

cos(sinz) =1 —
Finalment substituim sin x pel desenvolupament que hem escrit abans,

1

cos(sinz) =1 — 5

3 5 2 1 3 5 ‘ 6
x — O(x xr — O(x O(x°).

(=% +0) + 5y (= +ow) + 0w
Ara hem de fer el quadrat i la poténcia quarta, perd com només ens demanen el
desenvolupament fins a ordre 4, els termes de grau superior no cal tenir-los en compte,
aleshores obtenim:

cos(sinz) =1 — ! <x2 _ + O(:E5)> + (x4 + O(:E5)) +0(29).

Per acabar només cal agrupar els termes de la mateixa potencia, i el resultat final és

> 7t + O(2) .

1 1 1 1
cos(sinz) =1— _2*+ 2%+ x4—|—0(x5):1—2x2—|—24

2 6 24
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